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������ ,�*�� �������� � ������# ��
��� 

f�z� + jx� � y�j. 0ijxyj

����� �
����������*�

������ f�z� + u. iv + �ei� 1 �
���������� ��
��� � �������	�
��� ���� ��
� �� ��
���* u� v� �� � ���������

� ���
� ����� 

�*�

�� � ��
��� f�z� ����� 

��

������ )���	 z + rei� � f�z� + u�r� �� . iv�r� ��� 2������	 ����
��


� %�&�'(�"�
� � ��� �
�# ������
���#�

������ �������	� ��� ���� f�z�+u. iv 1 �
���������� ��
��� 
� s � n 1 �����
����� �
�� �������� �����" ������� �� ������� s
� ������� n 
� �� "�* �!�� �����&���� ������ ������* �������� ��

�u

�s
+

�v

�n
�

�u

�n
+ �

�v

�s

�	
	s � 	
	n 1 ��������
�� �� ��
���* ���# ��*�������	
�# ���
��"�

�# �� �����������3��"� 
�������
�3��

������ �������	� ��� ��
��� f�z� + 4z 
�!�� 
� �������
���
���"��

������ �������	� ��� ��
��� w+ zRe z �������
�����"� ���	�
�� � ����� z + 5/ 
�*�� w��5��

������ �������	� ��� �� ��
���� f�z� +
p
jxyj � ����� z + 5

�����
 3�� ������ %�&�'(�"�
�� 
� ��������
� 
� �����������
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	�� ���	��� ��

������ �������	 �����3��� ��������
� -
� ���� � ��
���� w + f�z� � ����� z ���������� ������

lim
�z��

h
Re

�w

�z

i
�

�� ����
�� ��������
�� ux � vy ��������3� � ���
� "���� ����*/

0� ���� ���������� ������ lim
�z��

h
Im

�w

�z

i
� �� ��������3� ����
��

��������
�� uy � vx� �����" uy + �vx/

6� ���� ����
�� �����������	� ��� ��
���� u � v �������
���
���"�� �� ����������
�� �3��!� �� ��������� �����

�# � ��� �
� 0�� ������������ ����������
�� ���!�!� �� ����������	
�� ������
��
�����"���	 ��
���� f�z��

������ 7�
��� w + f�z� �������� � ����� z �����3��"� ���*���
��"�-

� u� v �������
�����"�/ 0� ���������� ������ lim
�z��

����w

�z

����
�������	� ��� ���� f�z�� ���� f�z� �������
�����"� � ����� z�

������ 7�
��� w + f�z� �������� � ����� z �����3��"� ���*���
��"�-

� ��
���� u� v �������
�����"�/ 0� ���������� lim
�z��

arg
�w

�z
�

�������	� ��� f�z� �������
�����"� � ����� z�

������ )���	 w + f�z� + u. iv � u�x� y� � v�x� y� �������
���
���"� � ����� z� �������	� ��� "
������� ������"��
�# ������	�

�# �
���
�* ��
�&�
� 8w
8z ��� 8z � 5 ���	 ���� ������
���� �����
���	�

7� �"� � 	
� � � � � � � � � � 
�� � � % �&�

9��� � ����
�&�
��

w + w�z� + f�x� y� + f
�
z � �z

�
�
z � �z

�i

�
+ ��z� 4z�

����"�������	 z � 4z ��� 
�������"�� ����"�

��� �� ��������
��
�� ���" ����"�

�" ����� ���
�

�

�z
+

�

�

�
�

�x
� i

�

�y

�
�

�

��z
+

�

�

�
�

�x
. i

�

�y

�
�

: ���	
�*&�" ���
 �� ����
���
� 
�w

�z
+ wz�

�w

��z
+ w�z � �� ��

������ �������	 �����3��� ����
�&�
� -

� dw + wzdz . w�zd4z/ 0� wz +
�

�
;�ux . vy� . i��uy . vx�</

6� w�z +
�

�
;�ux � vy� . i�uy . vx�<�



�� ��� I� ������	
��� �
�� � ���	��� 	�����	
���� �����������

������ ��������� 	�� 
������ ���������� ����������

������ w�z � ��

������ ��������� 	�� 
������ �������  u � � ��!� ��������

� ��"�
��u

�z ��z
� ��

������ ��������� 	�� dw � d #w� #wz � w�z� #w�z � wz $%������ 	��&
��	�� ���	���� 	�� ����'�" � �����!���
 ��	��� �����������
����� "�((���)�������*�

������ ��������� 	�� "�� (
�)�� z$w*� �%����+ �� �������
� w$z*�

dz �
�w�z

jwz j� � jw�z j�
dw ,

�w�z

jwz j� � jw�z j�
d #w�

������ ��������� 	�� ���%�� ����%�������� w$z* ����

Jw�z �
��u� v�

��x� y�
� jwzj

� � jw�z j
��

����	� �������� ���"
�-�� ��������.

/*
dw

dz
� wz , w�ze

��i�� 0"� � � arg dz1

2* max
�

�
�
�
dw

dz

�
�
� � jwz j, jw�z j1 3* min

�

�
�
�
dw

dz

�
�
� � jjwz j � jw�z jj�

������ ��������� 	�� ���� � � arg dz� �� � arg dw� ��.

/*
d��

d�
�

Jw�z

�ux cos�� uy sin��� � �vx cos�� vy sin���
�

�
�
�
dz

dw

�
�
�

� �

Jz�w
1

2* max
d��

d�
� p� min

d��

d�
�

�

p
� 0"� p �

max

�
�
�
dw

dz

�
�
�

min

�
�
�
dw

dz

�
�
�

�
jwzj� jw�zj

jjwzj � jw�zjj
�
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�)�� u$x� y*� �%��"��-�� � �������+ �%����� ����������
	������ �������"��� "� �����0� ����"�� ����	������ � 
"��&
��������-�� 
������ �������
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��u

�x�
,

��u

�y�
� ��

��������� ��������	
��� �����	�� ��� 0�����	����� (
�)��
u$x� y* � v$x� y*� ������� 
�������� ����������

�u

�x
�

�v

�y
�

�u

�y
� �

�v

�x
�

��������� 
�����	������
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/* ���+�� ���%��)�� 0�����	����' (
�)�+

nX

i��

ciui$x� y*

���� (
�)�� 0�����	������
2* 6��� ��0
���� 0�����	����+ (
�)�� u$x� y* ��"���0
��

����%�������� ������� x �
�

�� � ��
� y �

�

�� � ��
� �� ����%������&

�� (
�)�� %
"�� 0�����	����+�
3* 6��� ��0
���� 0�����	����+ (
�)�� u$x� y* ��"���0
��

����%�������� x � �$�� �*� y � �$�� �*� 0"� � � � 7 �����!���
0�����	����� (
�)��� �� ����%����&
���� (
�)�� %
"�� 0�����	����+�
$8���"�� � 	�������� ���"
�� ���"�"
&
-�� 
����!"����*
9* :
��� u$x� y* � v$x� y* 7 �����&

!��� 0�����	����� (
�)�� �

���%��
��u� v�

��x� y�
� �������+ �%�����

����	� �� 
��� ;�0"� �%�����
(
�)�� x$u� v* � y$u� v* ���!� %
"
�
0�����	������ � �����!�����

������ /* ��������� 	�� ������ 0�����	����� � �"������+ �%&
����� G (
�)�� u$x� y* ����� ����+���� �����!��' 0�����	��&
��' (
�)�+� ����	��-�'�� "�
0 �� "�
0� � �������� ���0�����

v$x� y* �

�x�y�Z

�x��y��

�
�u

�y
dx,

�u

�x
dy , C�

2* ��������� 	�� ���� �%����� G ��0������ � �0���	�� ���&
�� ���
��� <� � �
������ ���
���� <�� <�� ���� <n $��!"�+
�� ������' ��!�� ����!"����� � ��	�
1 ���� /*� �� (
�)�� v$x� y*
��!�� ��������� ��0���	�+ � �%-�� (���
�� "�� �� ��	��+ %
&
"�� ����� ��"

v$x� y* �

�x�y�Z

�x��y��

�
�u

�y
dx,

�u

�x
dy ,

nX

k��

mk	k , C�

=��0��� %������ �� �
��� ��!�-��
 � �%����� G� mk 7 )����
	���� �

	k �
Z

�k

�
�u

�y
dx,

�u

�x
dy�

0"� 
k 7 ������� ����
��� ���
��� ��!"�+ �� ������' ��"��!��
�
��� ��%� �"
 ����
� 	���� 0���)� $<k* $	���� 	k ���������
�	������� ���	����� ��� ������	
���� ��
��������*�

��� �"���	���� (
�)�� v$x� y* ��%'�"��� � "������	�� 	��&
%� ��� 	���� 	k %��� ���� 
���
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���� �����������

����� � � � � �	 
���� �� ����� � ������������� ���� �����
�� ������ u�x� y� ���������� � ���������� �������� �����	 ��
� ��������! "�� �#������� ��� ������ U��� ���  �������� �# ����
��� u�x� y�  ������#������� �������� ���	 #���� $	$%&� &�� ����
������������� � ������ ���������	 '���� ����#���� ��� � "���

�����

nX

k��

�k ( )	

������ ���� ������ �#�����*�� ��� ������������� ������ ����
������� ��������������� ����#��� ����!+�� ������*,

$� �������������� � ������ ����� ������������� ������ f�z� (
( u- iv ����!��� �� ������*�� �������������� ��������.

&�  ���#����*� ��!����  ������� ������������� ������ �����
����!��� �������� ��������������	

������ $� /��� �� ������������� ������ u�� ���� u 0 ������
�������� ������1

&� ���� u0 ������������� ������	 2�� ����3 ������ f ����
��� f�u� ���� ���� �������������1

������ /�� �� ������ jf�z�j� arg f�z�� ln jf�z�j �����������
����� ���� f�z� 0 ������������� ������1

������ �������#����� � ������ 4� ���� 5u (
��u

�x�
-

��u

�y�
�  ��

������ ������� ��������� �r� �� � ����� ��6���� �������� 4� �
���� 5u ( )� #�����+�� ������ �� r	

������ 7* ����� ��� n ( $� &� 8� 9 ������������� ���������*
pn�x� y� � qn�x� y�� � ��������*� ���������� zn ( pn - iqn	 :� �����
� ��+�� ���� pn � qn �  ������� ������� ���������	

����#��� �������� #����� $	$%8� � #�����3 $	$%;<$	$=8 ����
�� ������� �� ������*� � ����*�� �������������� ��������
� ��#���*3 �������3	

������ u�x� y� ( x� � y� - x� ) � jzj ��	

����	� u�x� y� (
x

x� � y�
� ) � jzj ��	

������ u�x� y� (
�

�
ln �x� - y��,

�� � ��������  �������� �#  �������� ��������  �����, y ( )�
�� � x � ).

�� �  �������� � �*�����*� ������� ���������, ) � jzj ��	

����
� u�x� y� (
�

�
fln �x� - y��� ln >�x� $�� - y�?g,

�� �  �������� � �*�����*�� ������� z ( ) � z ( $.
�� �  �������� � ������*� ����#��� �������������� ���, y ( )�

) � x � $.
�� �  �������� � ������*� ����, y ( )� $ � x ��	
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	�� ���	��� ��

������ u�x� y� (
�

�

nX

k��

�k ln >�x � xk�
� - �y � yk�

�?,

�� �  �������� � �*����*�� ������� z�� z�� 			� zn �zk ( xk - iyk�
zi �( zj�.

�� �  �������� � ��������  ������ ��	 �	 ��# ���� �����������
������� ������� �������!+�� ����*� �����	

������ @+������ �� ������������� ������ f�z� ( u- iv� ���
�������,

$� u (
x�
� y�

�x� � y���
� �� v � ln �x� � y��� x� � y�� �� u � ey�x�

	 
����� ����������� ����� ������������ ������� f�z� � u� iv
 ! 
�����!� �����"����#�!� ��� $��$!� �����

������ u � x� � y� � �x� y �
y

x� � y�
�

������ u � ex�x cos y � y sin y� � � sinx sh y � x� � �xy� � y�

������ v � � � x� � y� �
y

��x� � y��
�

������ v � ln �x� � y�� � x� �y�

	 
����� ����%����&� "'(����#) ��*���"�+� �� ,�-$!�������
������� ���
���!,! "��� �!����'� !�  !��!(��!��) � " ����� ��.
*���"!"���( ����� ���

������ u � ��x��

������ u � ��ax � by� �a � b / �����"����#�'� ������

������ u � �
�
y

x

�
� ����	� u � ��xy�� ����
� u � ��x� � y���

������ u � �
�
x
� � y

�

x

�
� ������ u � ��x �

p
x� � y���

������ u � ��x� � y��

	 
����� ���&&�����0 �!��
��# ��*���"!"���� � ����� �������.
����� ������� f�z�  ! 
�����!$� $!���+ ��� �-,�$�����

������ � � �x� � y��ex� ������ � � er
�
cos ���

������ � � xy� ������ � � �� r sin��

������ 1!��
��#2 �!3' ��$����"! ����� ��x� y� � C) ,�� � /
�"�4�' �� -�-'"�! �����-����-��$�( ������() 3'�! ��$����"!$
����� �-!"�( ���!�!-!� ,�-$!�����!� �������) ��!3�!��$! � �!.
����!�!) �!3' !��!5���� 6���grad��� 
�"����! �!�#�! !� ��
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������ x & C� ������ y & C� ������ y & Cx�

������ x� ' y� & C� ������ x� ' y� & Cx�

( � �" � � �� � � � � � � �"� �� " � � � �# � � � !�" �  � �
$ � � � � � � �  � �

����	� )�����*��� �����+����# � $�"� �� ������ w & z� �
w & z�� ,���� �!�� $������� -�. �$������#� �����# �!� �� ���%
�� z�� � ��/������� ����#*��# -k. � ������ �� ������0
�. z� & �1 
. z� & ���21 3. z� & � ' i1 2. z� & �� 3 ' 2i�

������ 4���# ����� $�������� �*�"����#� � ����# ����#!������#�
���� ������*��� ��� �����#���# �������0
�. w & z�1 
. w & z� ' 
z1 3. w & ��z1

2. w & ez1 5. w & ln -z � �.6
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� )������ G ������*����# � $�"� �� ������ f-z. ��%
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������*����# �������# ��!� l� $������*� �# ������� G�

���
�� ,���� ���� L �$������ � ������� � $�"� �� ���%
��� ez ������*����# ������� y & x� 8 � x � 
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�� ,���� $�� ��� �������� � ������� � $�"� �� ���%
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�������%� ����
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����� ����� R6 � � jzj � � �����
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�������� �������%� ���
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����& :�������� �����
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��
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����� ����� R6 � � jzj� � ��������� ������� ���
��#������� ��$��� *a. 7+ *� � a � �+ � ���������� �������%� ���
��
����� � ���
������ 7� *�� ���
������ jzj� �+ � 7� *�� ���
�����
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��� w�z� ��/����� ��������� ������
 � �����	������
 ����	��"
����!������� ����" '����� ���/�������� �� ��� ����� � �� ��"
� ���!� �������� �'���������� ��������� ������' � ���������	��
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����� ������������ ������������� ���$����,���& ������� w	
� ���,����� w�z � ��z
 .w�z ��,�������� ������������ ��������/�
���$����,���& ��������& z�

�����  ���� ����������� �����/,�� ���������������� ���$���
!���� w� u0 iv � ���!������/� ���$����� ���,���� $���������
���/� 1����/ � ���������������� p	 � , $��������� ���/� 1����
�/ � ���������������� p�	 �� ������ ���$��!���� ���/,�2� ������
���	�
���� � �,��� ����� ������������� p	 �3 p�	 �� ��� � �,���
���&���� ������������� �	 �	 	3 ��	 ��	 	�
� +�������	 ��� ���$��!��
��� w � u0 iv ���,���,����� ������� ���,����&
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������  ���� � � f�z
 5 �,������������� ���$��!���� � ������
���������& �f 6 f�z � �ffz�

� w � g��
 5 �,������������� ���$��!���� � ��������������& �g 6
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����� �F ����������� ���������� ��!�� �g � �f�� �
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� ��� ��� ���!���� �,�������������� ���$��!���� w7z�t
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x �� ��������	� 
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��������� �������

$���%�� w � u& iv� ����������'(�� �������'

w�z &Aw &B )w � F� �*�

+� A� B � F , ����%�� �� z� ��������� ���������� ����	
	�����
����	��#

- ����	�� .��+�  ���+���� ���������� �������� � ������
���������  ������(��� � ���� �*�� � ���� ������� �������
�� �� �!��� ��#

������ /�������� 	�� ������ �������� 0�������

ux � vy & au& bv � f�

uy & vx & cu& dv � g�

+� a� b� c� d� f � g ,����%��  ������ x � y� ���� 
��� �� �����
� ��� �*�1 w�z &Aw &B )w � F #

-������� A� B � F 	�� ��.���%���� ������ ������#

������ /�������� 	�� ������� w�z � q��z� )w�z &Aw &B )w � F
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��������� �4�
� ��������� ��+�� ��� ����������#

������ /�������� 	�� �������

w�z � q��z�wz � q��z� )w�z &Aw &B )w � F

�  ���(�'  ��
���������  �����(� ����	� ���� 
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�
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��������� � ��������� ��+�� ��� ����������#

�� �� ������ �	
�������� �
��� ����� ��� ����	��
�� � � � � � �� �� �����
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���� ��.���%���� a�z� � b�z�#

������ /�������� 	�� �������

w�z � q��z�wz � q��z� )w�z &Aw &B )w � F
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�
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�
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�
� �������� +�����	���� �����  ��
�������

��� ��z�#

������ ��������� 	�� .��� ��	���� ������ ������%�������
�������� ����

��vy � �ux & �� & ���uy & au& bv & f�

���vx � �� � ���ux & �uy & cu& dv & g

������� .��� ��	����� ���� �� � �� � "7 ���� ��+�� � � "� ����

���  ������ � ����

w�z � q��z�wz � q��z� )w�z &Aw &B )w � F�

 ��	� jq��z�j& jq��z�j� *� ��� �� � "� � jjq��z�j � jq��z�jj� *� ��
�� �� � "#

6 � � � � � � # 8�# ����	� **#9# 8��	�� �� � " �������� � ���	�'
�� � " ������ w � u& iv �� )w � u� iv#

������ ��������� 	�� ��� w�z� , � ������ ������%����
�� �!�� �������� w�z � q��z� )w�z � "� +� q��z� , �������	��
��� ����%�� �� z � jq��z�j �� *� ��

w�z� �
��z� � q��z� ���z�

�� jq��z�j� �

+� 
�z� ,  ����������� �������	���� ����%��#

������ ��������� 	�� ��� w�z� , ������ � ������ �������
%����� �!�� �������� w�z � q��)z� )w�z � "� +� q��)z� , ������
��	���� ����%�� �� z � jq��)z�j �� *� ��

w�z� � 
�z� &
Z
q��)z� )
�z d)z�

+� 
�z� ,  ����������� �������	���� ����%�� �� z#
6 � � � � � � # 8��	��� ����� ��������� 	�� w�z� ��� ����� ������

��	���� ����%�� �� z � �������	���� ����%�� �� )z#
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